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【論文の内容の要旨】 
 可積分系とは滑らかなベクトル束上の接続が平坦であるという条件からなる微分方程式
系のことである。このような微分方程式系は微分幾何学に係わるあらゆる数学や物理学に
おいて関心が持たれている。本論文では n-KdV階層と tt*-戸田方程式という二つの可積分
系について考察する。 
 この論文の前半に考えるのは n-KdV階層という非線形偏微分方程式の族である。n-KdV
階層はそれに属する方程式のソリトン解や階層自体に伴う豊富な幾何学的・代数的な構造
を持っていることがよく知られている。Lax に基づき、固定された n階線形常微分作用素𝐿𝐿
に対して作用素方程式 [𝜕𝜕𝑡𝑡 − 𝑃𝑃, 𝐿𝐿] = 0 で定まる偏微分方程式系の全体としてn-KdV階層を
定義する方法は慣例的な構成方法となっている。但し𝐿𝐿と𝑃𝑃は滑らかな変数 x と t に関して
滑らかな関数環kの元を係数に持つ線形常微分作用素環D𝑥𝑥 ≔ k[𝜕𝜕𝑥𝑥]に属する。対(𝐿𝐿,𝑃𝑃)をLax 
pairと言い𝐿𝐿と𝑃𝑃が満たす上記の方程式を Lax pair conditionと言う。形式的擬微分作用素
環k((𝜕𝜕𝑥𝑥−1))を利用することで全ての非自明な𝑃𝑃は𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑗𝑗 ≔ (𝐿𝐿𝑘𝑘+𝑗𝑗 𝑛𝑛⁄ )+ (k ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n − 1)の線
形結合で与えられていることが知られている。（ここで(·)+: k((𝜕𝜕𝑥𝑥−1)) → D𝑥𝑥は純微分成分へ
の射影写像である。） 
 ゲストが[5]で提唱した量子コホモロジーの微分加群定式化と可積分系との関係によって
動機付けられ、本論文では n-KdV階層の新しい構成方法を考察する。最初にはパラメータz に 関 し て 拡 張 さ れ た 環 D𝑥𝑥𝑧𝑧 ≔ k((𝑧𝑧))[𝜕𝜕𝑥𝑥] に 代 わ っ て 巡 回 左 D𝑥𝑥𝑧𝑧 ‐ 加 群
D𝑧𝑧𝐿𝐿−𝑧𝑧𝑛𝑛 ≔ D𝑥𝑥
𝑧𝑧 D𝑥𝑥
𝑧𝑧(𝐿𝐿 − 𝑧𝑧𝑛𝑛)⁄ の左D𝑥𝑥𝑧𝑧‐線形なる自己準同型の集合HomD𝑥𝑥𝑧𝑧(D𝑧𝑧𝐿𝐿−𝑧𝑧𝑛𝑛 , D𝑧𝑧𝐿𝐿−𝑧𝑧𝑛𝑛)に
注目する。これは有限次元ℂ((z))‐代数でありD𝑧𝑧𝐿𝐿−𝑧𝑧𝑛𝑛の eigenring（固有環）： 
ℇ(𝐿𝐿 − 𝑧𝑧𝑛𝑛) ≔ {[𝑃𝑃] ∈ D𝑧𝑧𝐿𝐿−𝑧𝑧𝑛𝑛�(𝐿𝐿 − 𝑧𝑧𝑛𝑛) ∙ [𝑃𝑃] = [0]} 
とℂ((z))－代数として同型である。階層の慣例的な構成方法はℇ(𝐿𝐿 − 𝑧𝑧𝑛𝑛)の或る自然なℂ�(z)�
上線形独立な𝑛𝑛 − 1個の元の構成と同値であると示す。この元はスペクトルパラメータ
λ ≔ 𝑧𝑧𝑛𝑛 に関しての形式的なPuiseaux級数としてn-KdV階層の微分多項式の母関数だと捉
えられる。 
 𝑛𝑛 = 2（つまり𝐿𝐿 = 𝜕𝜕𝑥𝑥2 + 𝑢𝑢(𝑥𝑥)）の場合は馴染み深くて扱い易いのでD𝐿𝐿−𝜆𝜆の一番自然な左D𝑥𝑥𝜆𝜆
‐線形なる自己同型ϕを構成することで 2-KdV階層の微分多項式を明示的に与える。（この
計算は講義録[4]に触発された。）すると階層の方程式自体は[5]で考察されたようにD𝑧𝑧𝐿𝐿−𝑧𝑧𝑛𝑛
の或る種の「t‐拡張」で与えられる： 
ℳ𝑧𝑧 ≔ D𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑧𝑧 D𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑧𝑧 (𝐿𝐿 − 𝑧𝑧2,𝜕𝜕𝑡𝑡 − 𝑃𝑃)� . 
但し𝑃𝑃 ∈ D𝑥𝑥
𝑧𝑧  , D𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑧𝑧 ≔ D𝑥𝑥𝑧𝑧[𝜕𝜕𝑡𝑡] でℳ𝑧𝑧のk((z))上の階数は 2であるとする。階数が 2という条件
は𝜕𝜕𝑡𝑡 − 𝑃𝑃がD𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑧𝑧 D𝑥𝑥,𝑡𝑡𝑧𝑧 (𝐿𝐿 − 𝑧𝑧2)� の eigenringに属することと同値であると証明し、これを満た
す𝑃𝑃はϕと密接な関係を持つことを示す。これによりλ ≔ 𝑧𝑧2の等スペクトル性は純粋に代数
的に与えられることもわかる。階層の方程式が互いに可換であることもこの観点から示す。 
 Eigenringの元の正体が容易にわかるようになったのは巡回左D𝑥𝑥‐加群についてのまた
別で独立な研究結果からである。これは𝐴𝐴 ∈ D𝑥𝑥 がモニックで階数がn ≥ 1 、そして𝐴𝐴∗を𝐴𝐴の
形式的共役と表し?̃?𝐴 ≔ (−1)𝑛𝑛 𝐴𝐴∗と定義すると（上記の記号と同様に）巡回左D𝑥𝑥‐加群D𝐴𝐴と
D𝐴𝐴�とを双対にする自然な完全対が存在するという新しい結果である。この事実はD𝐴𝐴� がD𝐴𝐴
のk‐対(D𝐴𝐴)∗ と左D𝑥𝑥‐加群として同型[5]に由来する。この同型の証明を詳しく復習する
ことでD𝐴𝐴とD𝐴𝐴�との完全対が得られる。系として特に分かるのは Lagrange identity： 
𝑧𝑧𝐴𝐴(𝑦𝑦) − 𝑦𝑦𝐴𝐴∗(𝑧𝑧) = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑥𝑥
�ℒ𝐴𝐴(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)� ,   𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ k  
という古典的な等式の微分加群的な意味付けでありkerk𝐴𝐴とkerk?̃?𝐴との双対（共役）関係の微
分加群定式化である。但しℒ𝐴𝐴は𝐴𝐴のbilinear concomitantもしくはLagrange form と言う。
ここで留意しておくのは 2-KdVのHamiltonian構造に中枢的な役割を果たすのは(𝐿𝐿 − 𝜆𝜆)⊗ (𝐿𝐿 − 𝜆𝜆)∗とその Lagrange form： (𝐿𝐿 − 𝜆𝜆)⊗ (𝐿𝐿 − 𝜆𝜆)∗ = 𝑆𝑆𝑦𝑦𝑆𝑆2(𝐿𝐿 − 𝜆𝜆) = 𝜕𝜕𝑥𝑥3 + 4(𝑢𝑢 − 𝜆𝜆)𝜕𝜕𝑥𝑥 + 2𝑢𝑢𝑥𝑥 , 
ℒ𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆2(𝐿𝐿−𝜆𝜆)(𝑝𝑝,𝑞𝑞) = 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑥𝑥𝑞𝑞 − 𝑝𝑝𝑥𝑥𝑞𝑞𝑥𝑥 + 𝑝𝑝𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥 + 4(𝑢𝑢 − 𝜆𝜆)𝑝𝑝𝑞𝑞. 
前述したn-KdV階層の微分加群的な構成方法を考慮するとLagrange formが表れるのは偶
然ではないと考え、将来の研究では一般のnの場合でも(𝐿𝐿 − 𝜆𝜆) ⊗ (𝐿𝐿 − 𝜆𝜆)∗のLagrange form
と Hamiltonian構造との関係を明白にしたい。 
 また別な微分方程式系の研究では微分加群が有効な道具として使われている。それは
Givental と Dubrovin らが量子コホモロジーを定式化するために提唱した「量子微分方程
式」である。（詳しくは[5]の参考文献が参照されたい。）量子微分方程式は超対称性の場理
論の分類問題で登場するCecotti-Vafaの topological-antitopological fusion方程式 [2] （略
して tt* 方程式）という非線形偏微分方程式系と関係を持つ。tt* 方程式は微分幾何学にお
ける調和写像方程式を満たす曲面から非コンパクト対称空間への写像の特別な場合。
Dubrovin [3] により調和写像理論的な零曲率定式化が与えられ等モノドロミックな変形と
して解釈できる。これに伴って或る有理型常微分方程式系の（局所）解とモノドロミー情
報との間の Riemann-Hilbert対応に導く。この対応の明白化は Hodge理論も代数幾何学も
含め、数学のいくつかの分野を跨ぐ最近の研究課題である。 
 解が見出される tt* 方程式の例は数少ないのが現状である。その一つは Cecotti-Vafa 自
身らに導入され Guest-Its-Lin [6,7]  に研究された tt*－戸田方程式。この方程式系は
Cecotti-Vafa に予想された解の存在が上記の文献でやがて証明されたにも拘らず本質的に
よく知られている 2次元戸田格子である。 
 本論文の後半は Cecotti-Vafaの tt*－戸田方程式の場合における対称化された Stokes行
列S + S𝑇𝑇についての予想によって動機付けられ、S + S𝑇𝑇の符号数の公式を導く。これは一般
化された超幾何微分方程式を考察した Beukers –Heckmann [1] の公式を彷彿させる。従
ってS + S𝑇𝑇が正定値である必要十分条件が与えられ Cecotti-Vafa の予想を証すことができ
た。S + S𝑇𝑇 > 0は Cecotti-Vafaの研究において際立つ条件で、前述の結果により、これを満
たす Stokes行列S 全体の集合は凸ポリトープの内点と集合同型であることを示す。この結
果は論文 [8] の拡張である。 
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